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Bùi Thị Kiều Trang
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Bảng ký hiệu

R tập số thực

H không gian Hilbert thực

X không gian Banach

X∗ không gian đối ngẫu của X

C tập con đóng lồi của H

A toán tử đơn điệu trong không gian Hilbert

dom(A) miền hữu hiệu của toán tử A

〈x, y〉 tích vô hướng của hai vectơ x và y

‖x‖ chuẩn của vectơ x

xn → x xn hội tụ mạnh đến x

xn ⇀ x xn hội tụ yếu đến x

I ánh xạ đơn vị
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Mở đầu

Lý thuyết điểm bất động có nhiều ứng dụng trong lý thuyết tối ưu,

bài toán cân bằng, bất đẳng thức biến phân, . . . . Do đó, việc nghiên

cứu các phương pháp giải bài toán điểm bất động là vấn đề thời sự

thu hút sự quan tâm của nhiều nhà toán học trong nước và trên thế

giới. Bài toán tìm điểm bất động được phát biểu như sau: Cho C là

một tập con lồi của không gian Hilbert H, T : C → H là một ánh xạ.

Tìm phần tử x∗ ∈ C sao cho T (x∗) = x∗.

Có nhiều phương pháp để tìm điểm bất động của một ánh xạ như

phương pháp lặp Picard, phương pháp lặp Krasnoselskij, phương pháp

lặp Mann, . . . . Các phương pháp này đều hội tụ tới điểm bất động của

một ánh xạ, nhưng tốc độ hội tụ là khác nhau. Việc so sánh tốc độ hội

tụ của các phương pháp này thu hút được sự quan tâm của nhiều nhà

toán học như Babu [4], Berinde [5], Mawuli Adzoro [7].

Mục đích của luận văn là trình bày phương pháp lặp Krasnoselskij,

phương pháp lặp Mann, để tìm điểm bất động của lớp ánh xạ liên tục

Lipschitz trong không gian Hilbert, đồng thời so sánh tốc độ hội tụ

của các phương pháp.

Nội dung của luận văn được trình bày trong hai chương với nội dung

chính như sau: Chương 1 nhắc lại một số khái niệm về không gian định

chuẩn, không gian Banach, không gian Hilbert và một số tính chất.

Chương 2 trình bày về phương pháp lặp Krasnoselskij, phương pháp

lặp Mann tìm điểm bất động của lớp ánh xạ liên tục Lipschitz trong

không gian Hilbert, đồng thời so sánh tốc độ hội tụ của các phương

pháp này trên các lớp ánh xạ liên tục Lipschitz trên cơ sở tổng hợp

các kết quả từ [6] và [7].
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Chương 1

Không gian Banach, không gian

Hilbert và bài toán điểm bất động

Chương này trình bày các khái niệm về không gian định chuẩn,

không gian Banach, không gian Hilbert và bài toán điểm bất động. Cụ

thể, Mục 1.1 giới thiệu khái niệm về không gian định chuẩn, không gian

Banach, ánh xạ giả co trong không gian Banach, ánh xạ J-đơn điệu

và mối liên hệ giữa chúng. Mục 1.2 giới thiệu về không gian Hilbert

và toán tử đơn điệu trong không gian Hilbert. Mục 1.3 trình bày khái

niệm về bài toán điểm bất động và nguyên lý ánh xạ co về sự tồn tại

điểm bất động của một ánh xạ. Các kiến thức của chương này được

tổng hợp từ các tài liệu [1], [2] và [3].

1.1 Không gian định chuẩn. Không gian Banach

Cho X là tập hợp. Ký hiệu 2X là một họ các tập con khác rỗng của

X. Cho T là một ánh xạ với miền xác định là D(T ) và miền giá trị là

R(T ).

Nhiều sự kiện quan trọng của giải tích thật ra chỉ dựa trên các tính

chất của khoảng cách, mà không liên quan gì tới những tính chất khác

của đường thẳng, mặt phẳng hoặc không gian ba chiều thông thường.

Vì vậy, muốn khảo sát bản chất các sự kiện đó, người ta đưa ra khái

niệm khoảng cách để đi tới khái niệm không gian mêtric, không gian

định chuẩn.
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1.1.1 Không gian định chuẩn

Định nghĩa 1.1.1 Một tập X được gọi là một không gian mêtric nếu

(a) Với mỗi cặp phần tử x, y của X đều xác định, theo một quy tắc

nào đó, một số thực d(x, y), gọi là khoảng cách giữa x và y;

(b) Quy tắc nói trên thỏa mãn các điều kiện sau đây:

(d1) d(x, y) ≥ 0 với mọi x, y ∈ X; d(x, y) = 0⇔ x = y;

(d2) d(y, x) = d(x, y) với mọi x, y ∈ X;

(d3) d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z) với mọi x, y, z ∈ X.

Hàm số d(x, y) gọi là mêtric của không gian.

Định nghĩa 1.1.2 Cho X là không gian tuyến tính trên R. Một chuẩn

trên X là một hàm giá trị thực ‖ · ‖ : X → [0,∞) sao cho các điều

kiện sau thỏa mãn:

(n1) ‖x‖ ≥ 0 với mọi x ∈ X; ‖x‖ = 0⇔ x = 0;

(n2) ‖kx‖ = |k|‖x‖ với mọi k ∈ R, x ∈ X;

(n3) ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ với mọi x, y ∈ X.

Cặp (X, ‖.‖) được gọi là không gian định chuẩn.

Định nghĩa 1.1.3 Cho X và Y là 2 không gian tuyến tính trên R.
Ánh xạ T : X → Y được gọi là ánh xạ tuyến tính nếu

T (αx+ βy) = αT (x) + βT (y) (1.1)

với mọi x, y ∈ X, α, β ∈ R.

Đôi khi ta sử dụng toán tử tuyến tính hoặc phép biến đổi tuyến tính

thay cho ánh xạ tuyến tính. Điều kiện (1.1) trên tương đương với

T (x+ y) = T (x) + T (y), ∀x, y ∈ X;

T (αx) = αT (x), ∀x, y ∈ X, ∀α ∈ R.
(1.2)
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Định nghĩa 1.1.4 Cho (X, ‖.‖) là một không gian định chuẩn trên

R. Ánh xạ T từ một tập lồi đóng Ω ⊂ X vào chính nó được gọi là một

ánh xạ co nếu tồn tại hằng số 0 ≤ q < 1 sao cho với mọi x, y ∈ Ω,

‖Tx− Ty‖ ≤ q‖x− y‖.

Cho (X, ‖.‖) là một không gian định chuẩn trên R, T : X → X

là một ánh xạ. Ta nói x ∈ X là điểm bất động của ánh xạ T nếu

T (x) = x. Ký hiệu tập tất cả điểm bất động của T là Fix(T ) := {x ∈
X : T (x) = x}. Nguyên lý ánh xạ co Banach khẳng định rằng tồn tại

một điểm bất động x∗ của ánh xạ T trên tập lồi đóng Ω của X và nó

là duy nhất, đồng thời dãy lặp xn+1 = Txn, n = 1, 2, . . . hội tụ mạnh

tới x∗.

Định nghĩa 1.1.5 Cho (X, d) là không gian mêtric. Ánh xạ T : X →
X là ánh xạ co yếu nếu tồn tại hằng số δ ∈ (0, 1) và L ≥ 0 sao cho:

d(Tx, Ty) ≤ δd(x, y) + Ld(y, Tx), ∀x, y ∈ X. (1.3)

Chú ý 1.1.6 Do tính đối xứng của khoảng cách, điều kiện co yếu (1.3)

bao gồm

d(Tx, Ty) ≤ δd(x, y) + Ld(x, Ty), ∀x, y ∈ X. (1.4)

Thật vậy, ta thay thế trong (1.3) tương ứng d(Tx, Ty) và d(x, y) bởi

d(Ty, Tx) và d(y, x), sau đó hoán đổi x và y. Do đó, để kiểm tra tính

co yếu của T cần kiểm tra cả (1.3) và (1.4).

Định nghĩa 1.1.7 Cho (X, d) là không gian mêtric. Ánh xạ T : X →
X gọi là:

(1) Liên tục Lipschitz (hoặc L-liên tục Lipschitz) nếu tồn tại hằng số

L > 0 sao cho

d(Tx, Ty) ≤ Ld(x, y) ∀x, y ∈ X;

(2) Không giãn nếu T là 1-liên tục Lipschitz;
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